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We consider the small transverse vibrations of a string that is constrained to 
stay on one side of a moving peg (clou in french). We give an appropriate 
modelization. Existence and uniqueness for the Cauchy Problem are proved. 
Conservation of energy is a consequence of the set of inequations which describe 
the model. Continuous dependence on initial data, convergence of penalization 
are proved and a variational formulation is given. A number of generalizations 
are presented. A continuous obstacle cannot be approximated by a point obstacle 
made out of a large number of pegs. 
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ponctuel: demonstration du thCor&me 1, propri&Cs d’energie. III. Gkkalisations 
diverses: nombre quclconque d’obstaclcs, corde finie, contraintes diffkrentes. IV. Quelques 
exemples. V. DCpendance continue par rapport aux dorm&es. VI. Approximation par 
pknalisation. VII. Un probleme avec des obstacles ponctuels t&s rapproches n’approxime 
pas le problkme avec obstacle continu plan. VIII. Formulation variationnelle. 
I. PRESENTATION DU PROBL~ME 
On considilre les petites vibrations transversales d’une corde qui est astreinte 
g rester d’un seul c&C d’un obstacle ponctuel mobile (clou). Soit u(x, t) le 
dkplacement transversal B l’instant t du point mattriel d’abscisse X, qu’on 
supposera toujours dans un plan fix&, contenant la configuration d’equilibre 
de la corde. S’il n’y avait pas d’obstacle, alors u satisferait l’kquation des ondes 
[7u G utt - u,, = 0. Nous supposons que le clou mobile a la position (X(t), 
h(t)) k l’instant t. Nous exprimons que la corde doit rester d’un c&5 don& 
du clou par I’inCgalitC: 
u(X(t), t) 2 h(t). 
Nous supposons le mouvement du clou subsonique: 
I wt)l < 1, 
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ou plus gCnCralement: 
t i--t t f X(t) est strictement croissant. 
Quand la corde heurte le clou, elle doit &tre reflechie saris perte d’energie. Nous 
supposons que la configuration initiale de la corde est us et la vitesse initiale ur . 
La configuration initiale doit &tre au-dessus du clou: 
Pendant son mouvement, la corde est soumise a une force distribuee de densite 
f par unite de longueur. 
Dans le paragraphe II nour prouvons le theoreme: 
TI&O&ME. Soient X une fonction lipschitxienne de rapport 1 SW Rf telle que 
t i--t t f X(t) est strictement croissante (I.11 
et h une fonction SUY [w+ telle que: 
h E Co@?). W) 
Quels que soient 
u. E W&~(R) tel we uo(X(0)) > h(X(O)), (1.3) 
u1 qJw, (I-4) 
f EL:,,@ x R+), (I-5) 
il existe une unique fonction u telle que: 
u E CO(R x R+), U.6) 
azu 
O-~-2/ Ts > f au sens des distributions sur R x IO, +a[, (1.7) 
@W, t) 3 h(t), (I-8) 
supp(CM - f) C 1(x, t)/x = X(t) et u(X(t)), t) = h(t)), (1.9) 
4% 0) = uo(x), VXEE, (r.10) 
$- (x, 0) = ui(x) presque partout sur R. (I.1 1) 
Remarque 2. Definissons une fonction v par: 
dW), t> = 4th 
9)(x, t) = -co si x # X(t). 
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Alors la condition (1.8) se reecrit: 
et la condition (1.9) devient: 
On retrouve une formulation don&e dans l’article [lo] de l’auteur, concernant 
la corde vibrante avec obstacle concave. 
Remarque 3. A priori, l’hypothbe (1.6) n’implique pas que la relation 
(I.1 1) ait un sens. On prouvera cependant que les relations (1.7) et (1.9) permet- 
tent de lui en donner un. 
Le probleme (1.6)-&l 1) a une structure beaucoup plus simple que le probleme 
avec obstacle concave Ctudit dans [lo]. 
En effet, dans le cas present, le support de 0~ est assez bien connu a priori; 
il est inclus dans la courbe temporelle x = X(t), grace a (1.9). Par contre, dans 
le cas de l’obstacle concave, le support de q u est in&s dans une courbe spatiale 
qui elle-m&me depend des conditions initiales. Cette information sur le support 
de q zl permet de ramener la preuve du ThCoreme 1 a un probleme du ler ordre 
en t qui est extremement simple: si w est la solution sans contrainte de l’equation 
des ondes avec comme conditions initiales u,, et ui et comme second membre f, 
on montrera que v(t) = u(X(t), t) est solution de: 
$(t) = & (w(X(t), t) + ;v au sens des distributions, 
v>o (done v est une mesure), 
(W v > h, 
SUPP v C W(t) = h(t)), 
40) = UOW(W~ 
et que u est entierement determine par v et par w. 
La solution u obtenue avec obstacle fixe est plus reguliere que celle obtenue 
dans [lo]: si u,, est dans H&&R) et si ur est dans &(R), f = 0, X et h sont 
constantes, on a: 
21 E CO(R+; H:,,(R)) n P(R+; L,2,,(R)), 
alors que la solution obtenue dans [lo] verifiait seulement: 
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Sous les hypotheses qui assurent cette regularit&, on montre que la solution 
de (1.6)-(I.11) conserve l’energie localement au sens suivant: soit S, le champ 
de vecteur sur R x R defini par: 
&(x9 t) = (-2 g (x, t) g (% t), j g (x, t) I2 + / g (x, t) 12) . 
La premiere composante de S, est une densite de flux d’energie; c’est un 
analogue du vecteur de Poynting, bien connu en tlectromagnetisme; voir par 
exemple Landau-Lifschitz, [8, p. 1041. L a d euxieme composante de S, est une 
densite d’energie. 
La solution du probleme de la corde avec obstacle ponctuel verifie: 
v . s, = 0. (r.12) 
Remarquons que s’il n’y avait pas d’obstacle, et done si on avait un probleme 
lineaire avec une solution d’energie localement finie: 
rJw=o, +&(R x Rf), (1.13) 
alors, en multipliant (I.13) par i?w/at et en faisant des operations classiques qui 
sont detaillees dans Courant-Hilbert, [7, p. 6601, on voit qu’on a toujours: 
v . s, = 0. (r.14) 
La propriM (I. 12) est inattendue, car elle a lieu pour la solution d’un probleme 
nonlineaire, et elle r&,&e des conditions (X6)-(I.11). Au contraire, rappelons 
que pour obtenir l’unicite dans le cas de l’obstacle concave, il faut imposer 
(I.12). En d’autres termes, dans le cas de l’obstacle ponctuel, on ne dispose pas 
de la possibilite de modeliser un freinage par l’obstacle, saris faire intervenir une 
veritable interaction entre l’obstacle et la corde. 
On peut generaliser le probleme au cas ou la corde est finie, Q extremites 
fix&es, avec un nombre fini d’obstacles; il peut y avoir aussi une infinite d’ob- 
stacles discrets dans le cas de la corde infinie. L’important est de supposer que 
les obstacles sont toujours distants entre eux ainsi que par rapport aux extremites 
d’un certain 01 strictement positif. Cet 01 garantit qu’il existe un intervalle de 
temps minimal pendant lequel il n’y a pas interaction entre les effets de deux 
clous voisins. 
D’autre part, il faut supposer que le mouvement des obstacles est toujours 
subsonique de facon a eviter des discontinuites de u qui equivaudraient a une 
rupture de la c0rde.l 
Toujours grlce B la simplicite de la structure du support de iz]u, on montre 
1 Voir cependant, sur les solutions discontinues I’article [15] (ajoutk g la correction 
des kpreuves). 
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la convergence d’une penalisation (paragraphe VI), et la dependance continue 
par rapport aux don&es (paragraphe V). 
11 est impossible d’approximer le probleme avec obstacle continu par un 
probleme avec obstacles ponctuels tres rapproches, comme on le montre au 
paragraphe VII. En effet, la limite des solutions, quand l’intervalle entre les 
obstacles tend vers 0, ne verifie pas la condition (1.12) de conservation d’energie. 
Le paragraphe VIII fournit une formulation variationnelle du probleme. 
Cette direction de recherche a CtC suggCrCe par Stampacchia par l’auteur. 
Les problemes avec obstacle ponctuel ont CtC CtudiCs independamment par 
Amerio et Citrini. Amerio donne un resultat d’existence et d’unicite tres proche 
de notre Theo&me 1 dans [I], et un r&&at avec deux contraintes unilaterales 
(anneau mobile) au lieu d’une seule dans [2]. Citrini demontre une propriete de 
conservation d’energie sous forme inttgrale dans [6]. 
Cependant ces auteurs ne font pas intervenir l’inequation du premier ordre 
(PR), et ne donnent pas de formulation variationnelle, de convergence de 
penalisation, ou de dependance continue par rapport aux donnees. Ces auteurs 
utilisent des expressions explicites pour donner une solution et l’etudier. 
II. CORDEINFINIEAVECUN~BSTACLEPONCTUEL :DBMON~TRATI~NDUT&OR~ME~, 
PROPRIbThS D'fiNERGIE 
D&non&ration du ThLoorime 1 
(a) Dans une premiere &tape on met le probleme (L6)-(1.11) sous la forme 
d’une equation de convolution; pour cela on remarque d’abord que si u est une 
distribution verifiant (1.9), alors: 
m =f sur {(x, Q/t -c x(O) + I x I> pi) 
Soit w la solution de: 
q w =f, 
4% 0) = %(X>, (11.2) 
g (x, 0) = q(x). 
La fonction w est definie explicitement par: 
avec 
T;, = {(ix’, t’)/O < t’ < t - 1 x’ - x I} (cone de dependance). (11.4) 
s&6/2-9 
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La distribution u - w verifie 
q (u - w) = 0 sur ((x, t)/O < t < X(0) + 1 X I}. (11.5) 
11 est facile de voir (on peut regulariser, par exemple) que a(u - w)/at a 
une trace sur (R - (X(O)}) X (01, q ui est dans l’espace .9’(lR - {X(O)}). Si u 
satisfait la condition (I.1 l), cette trace est nulle. 
Soit u une solution de (I.6)-(I.11). D’apres (I.7) mu - f est une mesure, 
et grke a (I.6), et au Lemme A.4 de [lo], 1 a mesure par q u - f de tout rectangle 
borne a c&es caracteristiques est definie. On pourra definir une mesure ,G sur R2 
par: 
Posons 
(I% g> = (Ou -J g lWo.+m[) (rr.6) 
v(x, t) = u(x, t) - w(x, t) - (& * /2)(x, t) si t>O 
(Ir.7) 
zI(x, t) = 0 si t<O 
oh d est la solution ClCmentaire de l’equation des ondes, definie par: 
d(x, t) = + si t>,]x] 
B(x, t) = 0 ailleurs. 
(II.8) 
I1 est immediat que 
et done: 
q e, = c aj W(* - X(O), *) 
IjlGN 
oti 6 est la masse de Dirac en (0, 0). 
Comme d * W n’est pas continu pour aucune valeur du multiindice j et 
que v est continu, tous les indices aj sont nuls. De la on deduit que: 
u(x, t) = w(x, t) + (8 * Fi)(x, t) si t > 0. 
D’apres le Lemme A.4 de [lo], F; ne charge pas les parties de caracteristiques, 
et done mu -f non plus. Toute solution u du probleme (I.6)-(I.11) verifiera 
done : 
4% t) = w(x, t> + mu - f)K,). (rr.9) 
(b) Dans la 2eme &tape, on ram&e le probleme (I.6)-(I.11) a un probleme 
d’holution du ler ordre. Definissons une mesure v sur Rf comme suit: 
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Si 5 est une fonction de g(]O, +a[), soit 2 une fonction de Q(Iw x IO, + oo[) 
telle que: 
Z(X(t), t> = I(t), Vt E]O, foO[. (11.10) 
(une telle fonction 2 existe toujours). On pose alors: 
<v, 0 = au -f, 2). (11.11) 
D’aprCs la condition (1.9), (nu -f, Z} ne depend pas du prolongement Z 
qu’on a choisi. On tire done de (II.9): 
Posons 
(11.12) 
(Ir.13) 
(11.14) 
et derivons (11.12) au sens des distributions 
dv 
-=gT& dt 
(Ir.15) 
et de plus z, satisfait les contraintes unilaterales suivantes: 
v(t) 2 h(t) Vt (d’aprb (1.8)) 
v>o (d’apres (1.7)) 
supp v C (t/v(t) = h(t)) (d’apres (1.9)). 
(TT.16) 
et la condition initiale v(0) = D,, = u,(X(O)) > h(0). 
(c) Le stade suivant est de montrer que le probleme (11.16) possede une 
solution: plus prCcisCment, on a le: 
LEMME 4. Soient h et G des fonctions continues SW Rf, et v,, un nombre de1 
tel que v,, > h(0). II existe alors une unique faction v continue sw R+, telle que 
v(t) >, h(t), Vt, 
&(v-G)>O, 
SUPP $ (v - G) C W(t) = h(t)), 
v(0) = h(0). 
(11.17) 
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DLmonstration. (1) Existence. Supposons d’abord que h et G sont absolument 
continues. Alors, il existe, d’aprks la Proposition 3.8 de [5], une unique fonction 
v telle que: 
v est absolument continue sur tout compact de R+, 
v(t) 2 h(t) sur R+, 
V(O) = vo , 
-$ + &,hK(v - h) 3 G’ p.p. sur R+. (11.28) 
En effet, il suffit de remarquer que l’on peut Ccrire (11.18) sous la forme Cqui- 
valente: 
4 (v - h) + i+,(v - h) 3 G’ - h’ p.p. (11.19) 
On a, grace g la Proposition 3.4 de [5], presque partout sur R: 
a’ G’ -- = 
dt 
si v > h ou si G’ - h’ > 0 
dv - = h’ 
dt 
si v = h et si G’ - h’ < 0 
(11.20) 
d’oh 
min(h(t) - h(s), G(t) - G(s)) 
G v(t) - v’(s) 
< m=Mt) - h(s), G(t) - G(s)), vs, t E R, s < t. (11.21) 
Plagons-nous maintenant dans le cas gCnCra1, oh h et G sont des fonctions 
continues quelconques. 
Soient h, et G, des suites de fonctions absolument continues convergeant 
uniformkment sur les compacts vers h et G respectiyement. On a une suite de 
fonctions 0, vkrifiant : 
v, est absolument continue sur [0, T] (T fini arbitraire). 
s(t) 3 h,(t) sur LO, Tl, 
v,(O) = vo , 
2 + %k(v, - hn) 3 G P-P. 
(rI.22) 
(11.23) 
(11.24) 
(11.25) 
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D’aprks la relation (II.21), 1 a f amille des vm est Cquicontinue. On peut done 
extraire une sous-suite, encore notCe 8, telle que: 
v, + v dans C*([O, T]; H). 
Alors, nkessairement 
v>h sur [0, T] et v(0) = v. . 
Comme dv,/dt - dG,Jdt 3 0, Vn, cette relation est encore vraie a la limite: 
la distribution dv/dt - dG/dt est une mesure positive. 
Pour montrer la condition de support, on se place au voisinage d’un point to 
oh v(to) > h(t,). 11 existera un intervalle Ito - E, to + c[ tel que: 
vn(t> > h,(t) si n > no et t E] to - E, to + c[. 
Dans cet intervalle: 
dvn dGn o __ = 
dt dt 
et par passage a la limite, on a la condition de support. 
Notons, ce qui est important dans la suite, que: 
dv dG --- 
dt dt 
n’a pas d’atomes. (11.26) 
Pour le voir, il suffit de passer a la limite dans la relation (11.21). 
(2) Unicite’. Soient v et 6 deux fonctions continues solution du problkme 
(11.17). Notons 
p=$-G, 
d6 ,. 
,L?=~-G. 
Alors 
dv d4 ---= 
dt dt P-F 
et done v - 6 est une fonction a variation bornke, qui est, d’autre part continue 
(cf. (11.26)). 
On intkgre v - 6 sur [0, t] par rapport 5 la mesure p - 6. On a 
(v - 4) h*,tl) = ; I v(t) - WI” 
(se montre par rkgularisation). 
(11.27) 
(p - 8, (v - 6)1[,,,]) = <p, ~lO.,ll> + <pn> ~1ro*,1) - <pn> ~1ro,tl) - <P* %ld 
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et cette expression est negative ou nulle grace aux conditions de support et de 
positivite. On tire de (II.27) 
I v(t) - qty < 0, ce qui fournit l’unicite. 1 
(d) Fin de la demonstration du Theo&me 1. On applique le Lemme 4, 
avec G = w(X(t), t). 11 existe une unique solution v de (II. 15), (II. 16) verifiant la 
condition initiale v(0) = z+,(X(O)). 
D’apres I’hypothbe (I.l), il existe une unique solution, que l’on note 7(x, t) 
a l’equation: 
t = +, q + I x - -q+, Q)l 
si t > ) X(0) - x I, et aucune sinon. Le point (X(7(x, t)), 7(x, t)) est l’inter- 
section de l’ensemble {(X(t), t)/t E rW+} et de la frontier-e du cone de dependance 
T;, de sommet (x, t). 
I1 est aise de constater que 7 est une fonction continue de x et t. On obtient, 
B partir de (II.9) et du Lemme 4: 
u(x, t) = w(x, t) + v(+, t)) - G(+, t)) si t > 1 X(0) - x 1 
(rr.28) 
24(x, t) = w(x, t) si t< IX(O)---1. 
Par construction, u verifie les conditions (I.6) a (I.1 l), et l’unicite r&&e de 
l’unicid de la fonction v solution de (II.17). C eci acheve la demonstration du 
Theoreme 1. 1 
Remarque 5. Les d&iv&es au/ax et au/at ne sont pas nkessairement dans 
Li,,([w x [w+), comme cela Ctait annonce dans [l]; on fabrique un contre- 
exemple comme suit: 
Soitfune fonction strictement croissante, continue, dont la d&iv&e est presque 
partout nulle (une telle fonction est exhibee dans Riesz-Nagy [l 1, p. 481). 
Alors la fonction reciproque de I + f est lipschitzienne de rapport 1 et crois- 
Sante strictement. Posons: 
X(t) = (I + f)-l(t) - t. (II.291 
La fonction X est lipschitzienne de rapport 1; la fonction t ++ X(t) + t est 
strictement croissante, par construction. La fonction t w t - X(t) = 2t - 
(I + f )-l(t) est aussi strictement croissante. 
Choisissons u,, = ui = 0, et h(t) = t. Alors l’unique solution du probleme 
(II.16) est don&e par: 
v(t) = t, 
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d’oh en portant dans (II. 28): 
u(x, t) = 7(x, t). 
Pour x < X(t), 7(x, t) = (I + X)-l(x +t)=x+t+f(x+t) et on aura 
done: 
24(x, t) = x + t +f(x + t) si --t < x < X(t) (11.30) 
qui n’a pas ses d&i&es au sens des distributions dans L&,,(iR x R+). 
Remarque 6. La classe de don&es initiales zcg E W$~(R), u1 EL&,(R), et 
de second membre f E&(R) n’est pas la meilleure possible. II suffirait, de fait, 
de considkrer des conditions initiales u0 , u1 et un second membre f tels que la 
solution libre w correspondante soit continue sur R x Rf. 
En effet, on n’utilise que la continuitC de w(X(t), t) pour le Lemme 4. On 
pourrait mCme permettre des singularit& de w dans {(x, t)/t < 1 x - X(0)1}, 
puisque les propriMs de propagation sont telles qu’on paurrait encore avoir la 
continuitk de w(X(t), t). 
Remarque 7. On peut donner explicitement la solution du problkme (l’I.17) 
En effet, posons: 
v-G==, (rI.31) 
h-G==. (rr.32) 
Alors le problkme (11.17) s’kcrit, en tenant compte de ce que v(0) = G(0): 
.z 3 H, 
supp $ C W(t) = H(t)), 
z(0) = 0. 
(11.33) 
La l&e inCgalitC montre que z est croissant; avec la condition initiale, z doit 
doit &tre positif ou nul. Done, z est au moins Cgal g la plus petite fonction 
croissante positive majorant H. Cette plus petite fonction croissante positive 
majorant H est donnCe par: 
oh H+ est la partie positive de H. 
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Soit t tel que c(t) > H(t), alors il existe un to tel que: 
al) = H+(GJ, 
5(s) > fw si s El&, t[. 
11 est clair que: 
et done 
I(s) = ff+&J si s E]ts , t[ 
4 
-I dt ~t,.tt = 0. 
La condition de support est verifiee, et 1 est solution de (11.33). On a I’expression 
suivante pour V: 
qui est don&e par Amerio dans [I]. 
On deduit alors une expression pour u en fonction de w et du 9 defini 2 la 
remarque 2: 
u(x, t) = 4x, 4 + o(t,+y,&t [w(x’, t’) - 9)(x’, t’)]-. (11.34) 
Cette expression resulte immtdiatement de (II.29 en notant que si x’ # X(P), 
alors w(x’, t’) - p)(x’, t’) = +c0. 
Remarque 8. L’intCr&t de la demonstration du Lemme 4 qui a Ctt donnte 
est le suivant; d’une part, elle permet de relier le probltme avec obstacle ponctuel 
a une classe de problemes unilateraux bien connus, et d’autre part elle est 
aisement gCnCralisable, ce qui n’est pas le cas de l’expression explicite (11.34) 
ci-dessus. 
Prop&%% d’hergie 
On fait les hypotheses suivantes: 
x(t) = 0, 
h(t) = 0, 
&qa,@ x rw+>, 
UIJ Ef&@), 
Ul ~-q&w. 
(11.31) 
(11.32) 
(11.33) 
(11.34) 
(11.35) 
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On a alors le resultat de r&ularid suivant: 
LEMME 9. SOUS Zes hypottises (II.31) 2 (II.35), la solution u de (1.6)-(1.11) 
est duns Z’espuce Co&!+; H&,(R)) n P(R+; Lo,,,). 
Dbnonstration. Les hypotheses (11.33), (11.34) et (11.35) impliquent que la 
solution libre w est dans Co@+; H&,,(R)) n Cr(lR+; L~&R)). En particulier, 
on aura, avec la notation (11.14) : 
B Eqo,(~+)- (11.36) 
On sait alors, d’apres le Theo&me 3.6 de [5] que dw/dt est aussi dans L&,(R+), 
done 
dv 
dt - g E qtJ~+>. (11.37) 
Grace aux hypotheses (II.31) et (11.32), et a la formule (II.28) il vient: 
g (x, t) = s (x9 4 - ($ - 9) 0 - I x I) si t 3 x > 0, 
g (x, t) = $ (x, t) + ($ -g) (t - I x I) si -t < x < 0, (11.38) 
g (x, t) = g (x, t) 
De m&me 
si 1 x 1 3 t. 
g (x, t) = g (x, 4 + ($ - f) (t - I x I) si 
g (x, t) = g (x, t) 
&(x9 t) = (-2 g (x, t) g (x, t), 1 g (x, t) I2 + 
et u a la propriM suivante: 
PROPOSITION 10. Sous Zes hypothbes (II.31)-(11.35): 
talxl, 
(11.39) 
(II.38) et (11.39) que On prouve aisement, grace a (rr.37) et aux expressions 
&/at et &/ax sont dans CO@+; $,,(R)). 1 
On definit le champ de vecteurs 
Ic&, t> 12) (11.40) 
v . s, = 2fut au sens des distributions. (rr.41) 
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Dhonstration. Pour plus de commodite, on travaille en coordonnees 
caracdristiques, definies par: 
x+t 5=21/27 
-x-/-t 
7 = 2112 (11.42) 
d’oh les formules 
a i 
==21/2 ax (L + +) + = & (- & + &) , (11.43) 
a ia a a _=- --- -=- 
ax ( 2112 ag arl ) at $2 (y$ + g, 
On notera 
(11.44) 
On peut Ccrire S, en coordonnees caracteristiques: 
Remarquons que, sur presque toute caracteristique [, &i/ar, a des limites en 5 
B gauche et a droite en tout point, et sur presque toute caracteristique r), %/a~ 
a des limites en r] a gauche et a droite en tout point. Soit v dans 9’([w x [w+): 
11 est clair que la relation (11.41) est vCrifiCe sur I’ouvert {(x, t)/x # 0, t > 0}: 
en effet, sur cet ouvert u verifie l’equation lineaire 
clu=f 
et on montre aistment par regularisation la relation pr.41). Par suite: 
et les trois autres integrales de (II.45) ont une expression analogue. 
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On aura l’expression suivante, tiree de (11.45) et (11.46): 
(11.47) 
En revenant a (11.38) (11.39), et (II.20), on obtient les relations suivantes, 
qui sont vraies presque partout: 
g ([f, 5) = g (5, 6) si (2 - f) (5(2’/“)) = 0, 
$ (5+, 5)= - s (5,5-) si ($ - f) (5(2’/“)) + 0, 
; (5, 5’) = $ (L 4-j si ($f- -f) (5(21/z)> = 0, (11*48) 
$ (5, E+) = - g (t-, 5) si (-$ - j) (&Y2)) # 0. 
En portant (11.48) dans (II.47), et en notant que %/a.$ + afi/$ = 21/2 &Z/at, 
on obtient la relation (II.41). 1 
On generalise immediatement le Proposition 10 dans le cadre des ThCoremes 1 
bis et 1 ter ci-dessous avec obstacles fixes et solution libre d’energie localement 
finie. En effet, le resultat (II.41) est de nature locale, et il est immediat qu’on 
peut le demontrer au voisinage de chacun des obstacles ponctuels fixes. 
III. G~~N~ALISATIONS DIVERSES: NOMBRE QUELCONQUE D'OBSTACLES, 
CORDE FINIE, CONTRAINTES DIFFhRENTES 
Corde $nie avec obstacles discrets 
On se donne des fonctions Xi lipschitziennes de rapport 1, index&es par un 
ensemble I d’entiers relatifs consecutifs, de facon que: 
et que: 
I xi(t) - xj(t)l 3 a > 0, Vt, Vi, Vj # i (rrr.i) 
t t+ t & Xi(t) est strictement croissante Vi. (111.2) 
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hi E co(R+). 
Alors on a le resultat suivant 
THBOR~ME 1 bis. Quels que soient 
u. E W$$R) tel que uo(Xi(0)) > &(X,(O)), 
u1 ~-q&a 
Vi, 
il existe une unique fonction u ve’rifiant 
u E CO(R x R+), 
clu >f, 
u(&(t), t) 3 hi(t), ViEI, 
supp(Uu - f) c u {(x, q/x = xi(t), u&&(t), t) = h&N, 
&I 
u(x, 0) = u&h VXER, 
g (x, 0) = u&x) p.p. sur 5X. 
(111.3) 
(111.4) 
(IIIS) 
(rrr.6) 
(rII.7) 
(rrr.8) 
(111.9) 
(rrr. IO) 
(111.11) 
Dbmonstration. On se ram&e a resoudre des problemes locaux, sur l’inter- 
valle de temps [0, 421. 
En faisant la m&me etude qu’au Theoreme 1, on definit des mesures vi par 
pourvu que le support de Z ne rencontre pas (X3(t), t) (j # i). 
Pour t < 42, tout cone de dependance T& ne rencontre au plus qu’une 
courbe (X((t), t), d’apres les hypotheses (III.1) et (III.2). On pose: 
Soit vi la fonction continue sur [0, 0421 qui est solution de 
dv. 
-2 - gi >, 0, 
dt 
- gd) C (t/hi(t) = v&)1, 
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Alors, si u est solution de (III.6)-(III.1 l), 1 a mesure vi est necessairement &ale 
a 2(dvJdt - g,). En notant 7i la solution de 
t = Ti(X, t) + I x - &(%(X, t))l si (u/2~t-jx-Xxi(0)l 20, 
on a 
u(x, t) = w(x, t) + V(Ti(X, t)) - W(Xi(Ti(X, t)), 5(x, t)) 
si 01/2 >, t - 1 x - X,(O)1 3 0, 
u(x, t) == w(x, t) si t < Ix-X,(0)1. 
Posons 
pour t 2 a/2. I1 est clair que wi est une solution libre de l’equation des ondes. 
avec 2nd membre f. A priori, elle ne satisfait pas en t = cu/2 des conditions 
fonctionnelles du type wi(., 01/2) dans II&(R) et awli dans L$,@!.). On utilise 
alors la remarque 6, et on applique le Lemme 4 avec 
en prenant des conditions initiales en t = ar/2. On peut alors iterer le processus 
de construction sur l’intervaile de temps [a/2, (y.], et de proche en proche, 
on atteint n’importe quel temps fini. 1 
Cm-de jinie avec obstacles discrets 
On se donne iV + 2 fonctions lipschitziennes de rapport 1, Xi telles que: 
I Xi+&) - T(t)1 3 01 > 0, Vt, Vi E {O,..., IV} 
et que t H t -& Xi(t) est strictement croissante quel que soit i et des fonctions 
hi E qrw+>, i E {O,..., N + l}. 
On notera 
Q = 1(x, t)/.&(t) < x d X,v+&), t 2 0). 
On a le resultat suivant 
THBOR~ME lter. Q ue s I 4 ue soient u0 E WJ(X,(0), X,+,(O)) tel pe 
%Gu0)) = wv~ 
Tv+1woKJ)) = kv+m 
%(&(O)) a hi(O), i E {l,..., w, 
Ul l wcl(Oh -G+1um 
f~%,(Q), 
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il existe me unique fonction u telle que 
u E Co(Q), 
iI!u >f, 
4X0(t)) = ho(t), Vt 2 0, 
4G+&)) = hN,l@h vt z 0, 
&G(t)) 2 k(t), Vi E {l,..., w, vt 2 0, 
SUPP(cl~ - f > c 6 vqt)9 t)l4;k’,(W ) = h(t)), 
1 
u(x, 0) = s(x), 
(111.12) 
Dt%onstration. On resoud le probleme dans l’ensemble 
comme dans le cas de la corde infinie. Pour tenir compte des conditions aux 
limites variables, on posera 
u(x, t) = w(x, t) - W(Xo(To(X, Oh To(% t)) 
oti ro(x, t) est l’unique solution de 
t = To(X, t) + x - &)(T&, t)) pour K,(t) < x < X(0) + t. 
On pro&de de meme B l’autre extremite, et le reste de la demonstration est 
clair. 1 
Autres contraintes ponctuelles 
On peut envisager d’autres contraintes ponctuelles: par exemple, dans [2], 
Amrio envisage une corde vibrante astreinte a rester a l’interieur dun anneau 
mobile, c’est-a-dire 
Gw)) E [h(t), WI 
oh h et k sont deux fonctions continues. 
Par des methodes analogues a celles de son precedent article [l], Amerio 
fournit une solution. 
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Nous allons retrouver cette solution, en imposant les conditions suivantes 
h(t) et k(t) sont des fonctions continues (111.13) 
11 existe une fonction 2 a variation bornee telle que 
h(t) < Z(t) < k(t), Vt. 
(111.14) 
Le probleme sera pose comme suit: on se donne une fonction X, lipschitzienne 
de rapport 1 sur lR+, verifiant la condition (I.1). 
On definit l’ensemble S par 
s = {(x, q/x = X(t), t > O}. (Ir.15) 
Soit TV une mesure sur [w x IO, T[, dont le support est inclus dans S. On 
d&nit une mesure P, sur IO, T[ comme suit: 
1 ww, t) @u(t) = J qx, t) 44, t) (111.16) 
quelle que soit la fonction test 2 continue et a support compact dans R x IO, T[. 
On d&init une fonction 1+4 sur [0, T] x [w par: 
#(4 r) = 0 si r E P(t), WI, 
#(t, r) = +co ailleurs. 
(rII.17) 
et une fonction convexe J sur C@([O, T]) par: 
J(u) = joT w, u(t)) dt si W, u(t)> E-W, T), 
I(u) = +a ailleurs. 
(IrI.18) 
Comme on peut supposer sans nuire a la gCnCralit6 dans (rII.14) que I est 
continu, J n’est pas partout Cgal a + co. 
Le sous differentiel de J sera defini par: 
” E a./(u) 0 (v, v - u> < J(v) - J(u) (rIr.19) 
quel que soit v E CO([O, T]). Ici Y est une mesure sur [0, T]. 
On cherchera a resoudre le problbme suivant: Etant don& u. dans W$$R) 
tel que 4(X(O)) E [A(O), k(O)] et ur dans Lo,,, trouver u tel que 
u E co@ x [O, T]), (111.20) 
q u - f est une mesure B support dans S, (III.21) 
wlu - f) E a.JMX(.), -NY (111.22) 
u(x, 0) = uo(x), VX’xE, (m.23) 
g (x, 0) = ul(x) p.p. sur [w (111.24) 
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On montre comme dans la preuve du Theoreme 1 que la condition (111.23) 
a un sens, et qu’on peut se ramener a resoudre le probleme unidimensional 
s&ant : 
2 + ah4 3g, 
avec 
40) = fJ0 , 
(111.25) 
g(t) = $+q.), *)- 
Le probleme (III.20)-(III.24) admet une unique solution sous l’hypothbe 
(III.14), car on peut resoudre (III.25) grace aux resultats de l’article [4] de 
BCnilan et Pierre, et montrer que la solution n trouvee est continue. 
On aimerait generaliser encore, c’est-a-dire Ctudier le probleme (III.20)- 
(III.24) en particularisant moins la fonctionnelle J. C’est encore un probleme 
ouvert. 
IV. QUELQUES EXEMPLES 
EXEMPLE IV.1. RLjlexion d’une onde SW un obstacle fixe. On se place dans 
les conditions du Theortme 1, avec: w(x, t) = k(x - t) (onde entrante, venant 
de --co) oh 
supp k = [-a, 01, 
K’<O sur [--a, -b], 
k’ 3 0 sur [-b, 01, 
et l’obstacle est de hauteur 0, fix6 en 0. Alors 
$0, t) = ky-t), 
done 
g (0, t) < 0 sur [Q bl, 
g (0, t) 3 0 sur [b, +a]. 
On peut resoudre explicitement le probleme 
g + WV) 3 2 (0, -), 
o(0) = 0 
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et on obtient 
w(t) = 0 sur [0, b] 
w(t) = --k(4) + k(4) sur [b, +co]. 
La solution u est don&e par 
u(x, t) = kcx - t) + jo”-‘xii- ($ - $ (0, s)) ds, 
c’est-a-dire 
24(x, t) = k(x - t) si 1 x1 / 3 t, 
u(x, t) = k(x - t) - I( x 1 - t) si 0 < t - 1 x 1 < b, 
u(x, t) = k(x, t) - k(--b) si b<t-1x1. 
On constate que dans le domaine 0 < t < b - X, x < 0, la solution u est 
identique a la solution du probleme libre sur une demi-droite, avec ~(0, t) = 0 
et les m&mes conditions initiales z+, et u1 . Cette remarque montre en quel sens 
il y a ici r&lexion de l’onde sur l’obstacle. On pourrait dire que l’obstacle renvoie 
I’onde tant que la solution libre aurait tendance a entrer dans cet obstacle. 
EXEMPLES IV.2. Ondes pe’riodipes SUY corde jinie. On se place dans les 
conditions du ThCoreme lter avec: 
x0 = 0, x, = 42, x, = Tr; h, = h, = h, = 0; 
w(x, t) = -sin 77x sin at. 
On peut alors calculer explicitement la solution; elle est donnee dans le schema 
(Fig. 2). I1 se trouve que, dans le cas present, la solution est periodique, de periode 
3?r.s 
u= h(X-t)-h C-b) 
-a -b x 
FIG. I. Les valeurs de u dam l’exemple IV. 1. 
ZPour des rhultats sur les p&odes et les solutions non pkriodiques de ce type de 
problhme, voir 1141 et [16] (ajouth h la correction des 6preuves). 
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- -fJp q l 
FIG. 2. Les valeurs de u dans l’exemple IV.2. 
EXEMPLE IV.3. Solution stationnaire. On se place dans les conditions du 
ThCortme lbis avec un nombre quelconque d’obstacles fixes, et on suppose 
qu’il existe deux constantes C, , C, telles que 
Si on prend comme conditions initiales 
U,,(X) = inf{C$ + Ci/C,‘Xi + C;l 2 h, Vi), 
64 = 0, 
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c’est-a-dire que us est la plus petite fonction concave que majore hi en Xi , 
alors la solution u est stationnaire. En effet 
q u=--20 car u0 est concave. 
du,/dx ne peut avoir des discontinuites qu’aux points Xi . Les conditions du 
ThCoreme lbis sont done remplies. 
EXEMPLE IV.4. Un obstacle mobile. Effet de h. On se place dans le cadre du 
ThCoreme 1, avec X(t) = 0, h(t) une fonction croissante, avec h(0) = 0, 
u, = ui = 0. Alors le probleme (IT.17) a pour unique solution v(t) = h(t), et la 
formule (11.28) nous fournit la solution 
u(x,t)=h(t- 1x1) si t>/xl, 
u(x, t) = 0 si t>jxl. 
EXEMPLE IV.5 Un obstacle mobile. E#et de X. Toujours dans le cadre du 
Theo&me 1, on prend 
X(t) = at, lal -c 1, 
h(t) = 0, 
uo = 0, 241 = -1. 
La solution libre est don&e par 
w(t) = -t 
et la fonction v est don&e par 
v(t) = 0. 
Le probleme (IL6)-@.11) a pour solution 
u(x, t) = -t si 1 x 1 > t, 
u(x, t) = fg$ si at < x < t, 
24(x, t) = x - at si -t < x < at. 
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V. DBPENDANCE CONTINUE PAR RAPPORT AUX DONNBES 
THBOR~ME 11. L'applicati~~~ pui a (~a , Z+ , f) fait correspondre u, solution du 
probEme (I. 6)-( I. 1 I ) est continue de 
Dkmonstyation. La maniere la plus directe de proceder consiste a utiliser 
I’expression explicite (11.34) de la solution v de (11.17). 
En effet, si on se donne (~a , U, , f) et (ziO , ti, , p), il est immediat que G(t) = 
eu(X(t), t) et G(t) = 6(X(t), t) sont lies par I’inegalite 
I G(t) - &,I G u1 - ~2, 1 dx’ + s 
1 f - j’l dx’ dt’, 
0 < t’ < 2t - / x’ I (V.1) 
et done G depend continument de (u. , u1 , f). D’apres (11.34) 
I v(t) - 6(t)\ < I G(t) - @)I + I yy (h(s) - G(s))+ - ~$7 (h(s) - G(s))‘- 1. 
W-2) 
Soit 
~$7 (4s) - WY- = @(to) - GPO))+. 
Alors 
(Wo) - WoN+ G @(to) - ‘%))+ + I G - ~2 Icqro,tl) 
G %y (h(s) - &>,+ + I G - 6 Icw,.t~) . 
On aurait une inegalite analogue dans l’autre sens. On obtient 
I v(t) - WI < 2 I G - ~2 Icwo,t~) , vt > 0. 
Le reste de la demonstration provient de (11.28). 1 
On deduit aisement par la meme methode des r&.ultats de dependance 
continue par rapport aux don&es dans le cadre des theoremes Ibis et 1 ter. 
L’CnoncC de ces resultats est tout B fait identique. 
Dans le cadre du resultat de regularite du Lemme 9, on a le resultat de 
continuite suivant, qui est plus fort: 
PROPOSITION 12. Sous Zes hypothbes (11.31) et (11.32), Z’upplicution qui a 
(uo > Ul, f) fait correspondre u, solution du probEme (1.6)-(1.11) est continue de 
H&,,(U2) x Lt&Iw) x &( [w x R+) duns Co@+; E&,(R)) n Cl@+; Lf&( R)). 
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D&onstration. L’application qui a (uO, U, , f) fait correspondre ~(0, t) est 
continue de H&(R) x L&,(R) x L~,,,(lR x R+) dans H&,,(R+), comme on le 
voit aisement. 
Montrons que la solution z, du probleme (11.17) depend continQment dans 
H&,,( R-l-) de G E H&,( R+). 
En effet, on sait d’apres le Theoreme (3.6) de [5] que dw/dt est dans L&,,(R+), 
et de plus, on a l’identite: 
i$12= (G’,$) p.p.sur[O,T]. (V.3) 
Soit une suite G, tendant vers G dans Hl(0, T). D’aprb (V.3), si v, est la 
solution du probleme (II. 17) correspondant 
Et done, on peut extraire une sous-suite (encore notee v,) telle que: 
*n - v dans Hr(0, T) faible. (V.4) 
On aura, a partir de (V.3) la relation: 
I1 est clair que w est solution faible du probleme 
et done on a la relation 
,:l$12dt= jo=(G’,$)dt. 
On tire de (V.4)-(V.6) que 
pi joTi$12dt= joTlsl”dt 
et done 
v, + v dans H1(0, T) fort. 
En revenant a la relation (II.28), on a facilement la Proposition 12. a 
W.6) 
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On obtient immediatement des generalisations du ThCoreme 11 et de la 
Proposition 12, dans le cadre des Theoremes lbis et lter. L’enoncC de ces 
g&k-alisations est laisse au lecteur. 
VI. APPROXIMATION PAR P~NALISATION 
L’objet de ce paragraphe est de construire une approximation par penalisation 
du probleme (I.6)-(Ill) et de montrer que cette approximation converge vers 
la solution. 
Pour cela, on d&nit une mesure p(r) sur R x Rf pour toute fonction r 
localement integrable sur R+ par: 
(VI.1) 
oh * est une fonction test. 
Le probleme penali& du probleme (1.6)--(1.11) sera le suivant 
0% = f + ; PK%(x(*>, -1 - 4-l 
%(X7 0) = uo(4, (VI.2) 
2 (x, 0) = ul(x). 
On montre aisement que (VI.2) possede une solution: pour cela, on procede 
comme a Y&ape (b) de la demonstration du ThCoreme 1. Si u,, est solution de 
(VI.2), alors 
u&f(t), t> = 4-W t> + & s’ MX(s>, 4 - WI- ds. (VI.3) 
0 
Si on pose 
%(x(t), t) - 4X(t), t) = .%(t), 
h(t) - w(X(t), t) = H(t) 
(notations derivees de (11.31) et (I’I.32)), l’equation integrale (VI.3) se rCCcrit: 
1 t 
%(t) = x s h(s) - H(s)]- ds. o 
II est clair que cette equation integrale a une sohrtion dans Cr(R+), qui verifie 
l’equation differentielle ordinaire: 
dz, - - & [z* - HI- = 0, dt 
z,(O) = 0. 
(VI.5) 
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TH&OR&ME 13. La solution uA du problhme (VI.2) converge uniform&ment sur 
Zes compacts de R x Rf vers la solution du probhe (1.6)-(1.11). 
Dthonstration. I1 nous suffira de montrer que la solution x, de (X.5) 
converge uniformement sur les compacts de Rf vers la fonction z = v - G 
oti v est solution du probleme (11.17). 
Soit k une constante positive telle que: 
Alors k vkrifie 
k > fqt), t E [O, T]. (vr.6) 
dk 
- - ; [k - HJ- = 0 
dt 
et en utilisant le ThCoreme 1.5 de [5], on a l’estimation 
I M) - k I < k 
d’Oti 
I dt)I < 24 VA > 0, Vt E [O, T]. 
Montrons maintenant que les v,, sont Cquicontinues. Soit: 
u,+ = W*(t) > fw, 
u*- = {t/z&) <H(t)}. 
Si ]a, b[ est une composante connexe de U,*: 
G(t) = %(S>> ‘is, t E ]a, b[. 
Si ]a, b[ est une composante connexe de U,-: 
d’oti 
ZA(t) = H(a) ecamt)lA + !j Jotpa H(t - u) e-“/A du 
et done, si t > s, t et s dans ]a, b[ 
J zA(t) - zA(s)l = / H(a)[e(a-t)‘A - e(a-s)lA] 
+ i [stma [H(t - u) ecOIA - H(s - U) e-O/A] du 
0 
+ St-’ H(t - u) e-o’,’ du] 1 
s-a 
t-a 
( H(t - u) - H(s - a)/ e-o/A do 
w.7) 
(Vl.8) 
(VI.9) 
+ [St-; 1 H(t - u) - H(a)1 eeolh du] . 
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Si on note 
on a 
6(E) = sup 1 H(t) - H(s)] 
it-sisr 
(VI.10) 
I z,(t) - %(S)l e 21 t - s I), (vr.11) 
d’oti, en regroupant (VI.11) et (VI.9) on obtient l’equicontinuite. On pourra 
done extraire, d’aprb le Theoreme d’Ascoli une sous-suite, encore notee Z~ ,
convergeant fortement dans C*([O, 2’1) vers un certain z. D’autre part, on a 
l’estimation 
et done la suite (1/2X)[z, - HI- converge vaguement (encore par extraction 
de sous-suite) vers une certaine mesure positive CL. A la limite 
ri est clair que si z(t) > H(t), on peut trouver un E > 0 et un h, > 0 tels que 
%(S) > fw pour 1 s- t ( < l et h < /\*. 
Par suite 
PA Ilt--e,t+et = 0 
et on obtient par passage a la limite la condition de support 
suPP p c {t/44 = W)]. 
11 est alors immediat que z(t) + w(X(t), t) est solution de (II.17). Comme cette 
solution est unique, c’est toute la suite z,, qui converge ce qui demontre le 
Theoreme 13. 1 
Dans le cas plus regulier du Lemme 9, avec les hypotheses (II.31) a (II.35), 
c’est-a-dire obstacle fixe et solution libre d’energie localement finie, on peut 
ameliorer le resultat du Theo&me 13: 
THJ?OR$ME 14. La solution uh duproblirte (VI.6) converge duns CO@+; I$,,) n 
Cl( Rf ; L&,,) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de lR+, 
vers la solution du probZJme (1.6~(1.11). 
Dbmonstration. Ici u,(O, t) verifie 
$ (0, t) - & u,-(0, t) = ; w(0, t). (VI.12) 
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En multipliant (VI.12) par (au,/at)(O, t) et en integrant, on estime 
t SI 2 (0, s) 1’ ds + -& I u,-(0, t)12 = Lt 2 (0, s) $ (0, s) ds (VW) 0 
On aura done 
Jg (0, *) - ; (0, .) dansL2(0, T) faible. 
Remarquons que 
(VI.14) 
1 T 
I s 
T 
2h, 
u,-(0, s)~ ds = 
0 
u,-(0, s) - “-2 ‘) ds. 
Comme ~~~(0, .) + 0 dans CO([O, T]) fort, et que (u,-/h)(O, *) est donne dans 
L1, on a 
I ~A-w 
h 
+ 0 dans L1 fort et p.p. 
si on choisit t tel que [ u,-(0, t)[“/A -+ 0, on tire de (VI.13) 
t ljl$ II -) 0 + (0, s) I2 ds = j; $ (0, s) $ (0, s) ds. 
D’autre part on sait que: 
l 1% (0, s) I2 ds = jot $ (0, s) $ (0, s) ds 
car ~(0, .) verifie (II.17). En regroupant (VI.14)-(VI.16) on obtient 
+ s (0, *) dans L2(0, 2’) fort. 
(VI.15) 
(VI.16) 
(VI.17) 
La fin de la demonstration est immediate avec les formules (II.38) et (II.39). 1 
On obtient immediatement des gCnCralisations des ThCoremes 12 et 13 dans 
le cadre des ThCoremes lbis et lter. 
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VII. UN PROBLkME AVEC DES OBSTACLES PONCTUELS RAPPROCHBS 
N’APPROCHE PAS LE PROBLkME AVEC OBSTACLE CONTINU PLAN 
Sous les hypotheses du Theo&me Ibis, on considke le probleme suivant: 
xi = ih pour iEZ!, 
ai = aih avec O<a<l, 
z&(x, 0) = Xf, 
2(x, 0) = -1 si x30 
=o si x < 0, 
nub > 0, 
Uh(ihr t) 3 aih, Vt 
supp q uh C u {ih} x {t/u,(ih, t) = uih}. 
ioz 
(vrr.1) 
(vrr.2) 
(vrI.3) 
(VII.4) 
(VII.5) 
(VII.6) 
(VII.7) 
On peut alors calculer explicitement uh et on obtient le resultat suivant 
z&(x, t) = (x - t)+ si x + t < (2 - a)h 
ou si, pour unp > 0: 
x+t<(2-u)ph et t - x < -a($ - 1)h. 
Soit M, le point de coordonnees (ph, (1 - u)ph) et A, le point dont les coor- 
don&es xg et t, verifient 
xp+ts=(2--)~h, 
-x,, + t, = --a(~ - l)h. 
Soit N, le 4eme sommet du rectangle a cot& caracteristiques dont les trois 
premiers sont A, , M, , et A,,, . 
Alors dans ce rectangle AJMDA,+,N, , le support de p9 est le segment 
M,,ML oti les coordonnees de Mi sont ( ph, (1 - a) ph + ah), c’est-a-dire que 
Mb est l’intersection du segment A,N, et de la droite x = ph. 
On aura 
uh(x, t) = 2x -ph - (1 - u)ph dans A,M,M& , 
uh(x, t) = uph dans M,M~N,A,+, . 
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Enfin dans le rectangle infini A cGtCs caractkristiques ayant pour “base” MhN, 
2+(x, t) = uph 
et dans le rectangle infini g c&h caractkristiques ayant pour “base” A&Z; 
u,(x, t) = x + t - 2(1 - a)ph - ah. 
On montre aiskment que la Iimite quand h tend vers 0 de uh existe; c’est une 
fonction u” don&e par: 
22(x, t) = (x - t)+ si t < --x ou si t < (1 - a)x, 
(VII.8) 
qx, t) = & (x + 4 sinon. 
On constate que U vkrifie 
supp IJa c {(x, t)/ii(x, t) = ax}, 
w, 0) = %(X), 
$(x, 0) = u&d, 
(VII.9) 
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FIG. 4. Configurations B un instant to de 1~~ , qs , lim&,,, u, = u et de zi, solution du 
probltme avec obstacle plan sans perte d’Cnergie. 
mais ne v&i& pas 
V.S,==Q d&s que a > 0. (VII.10) 
D’ailleurs l’unique solution de (VTI.9) et (VII.10) est donnee par: 
t&x, t) = (x - t)+ si t < --x ou si t < (1 - a)x, 
24(x, t) = (2a - 1)x + t si (1 - a)x < t < x, 
u(x, t) = a(x + t) si t>lr[. 
On a represent& sur la figure ci-dessus, et avec le mCme a que sur la Fig. 3, 
les valeurs de uh(., to), de ~~,a(*, t,), de u(., t,,) et de zi(., ta). 
L’onde entrante est rCflCchie sur I’obstacle ponctuel sous la forme de petites 
ondes sortantes, et c’est intuitivement la raison pour laquelle u est different de 6. 
VIII. RESOLUTION PAR MBTHODE VARIATIONNELLE 
Nous donnerons une formulation variationnelle pour le probkme dans un 
intervalle fini, avec un obstacle fixe, et avec des don&es initiales et un second 
membre tels que la solution soit d’energie finie, et nous montrerons un ThCoreme 
d’existence par une methode differente de celle du paragraphe II. 
Plus precisement, on se donne un point quelconque x0 de IO, L[ et un reel 
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quelconque h,. On posera : L’ = IO, I,[, Q = IO, L[ x IO, T[, H z L2(Q), 
v =: Hal(Q) et a(u, n) =: so (~u/~x)(~v/&) dx. On definit le convexe K 
K == {u EL~(O, T; V) n IPm(O, T; H)/u(xO, t) > 15,;. (VIII.1) 
Remarquons que (VIII.1) a un sens, car l’espace L”(0, T; V) n bWz(O, T; H) 
est inclus dans l’espace Co@) dz f cs one ions continues sur 8; l’injection est de t’ 
plus compacte. 
TH~O&ME 15. Quel que soit u. dam V tel que 
Q%) 3 ho ) 
et que2s que so&t u1 dans H, f dam L2(Q), il existe une fonction u telle que: 
UEK, (VIII.3) 
tlu fz M’(Q), (VIIT.4) 
a224 
at2 lo.~~[zlo.r[ 
cL’(O, T; H-l(O, x0)), 
a2u 
(VIII.5) 
at2 hL[zln,T[ 
E L2(0, T; H-l(x, , L)) 
et qui vt%=ijie l’inffquation variationnelle 
(au, v - u) 3 
s 
/(v - u) dx dt, Qv E K (VIII.6) 
et les conditions initiales 
u(x, 0) = uo(x), (VIII.7) 
$ (x, 0) = ul(x). (VIII.8) 
LXmonstration (uniquement par des methodes variationnelles). Remarquons 
d’abord que la condition (VIII.5) implique que au/at est continu a valeurs dans 
H faible, et done la condition (VIII.8) a un sens. 
Pour montrer l’existence d’une solution on utilise des methodes d&rites dans 
le livre de Lions [12]: on penalise le probleme, d’ailleurs de la m&me facon qu’au 
paragraphe VI, et on montre l’existence pour le probleme penalis& par une 
methode de Faedo-Galerkine. 
Comme ces questions sont maintenant classiques, elles ne seront pas exposees 
en detail. 
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Soit (wjljcN une base orthogonale dans P’ = E&r(Q) form&e de vecteurs 
propres du Laplacien avec conditions de Dirichlet. 
On suppose 
(wj , wlc) = 6j, (symbole de Kronecker) (VII.9) 
et on notera [wr ,..., win] le sous-espace de dimension m engendre par les m 
premiers vecteurs wj . On Ctudie le systeme differentiel: 
u,m(*, q E [w ,***, %zl, ‘dt. (VIII.10) 
(Uk(‘, t), Wj) + a(u.zm(O, t>, wj) - k (“cm(xO 9 t, --hO)-wj(xO) = (fl.5 t)9 wci)7 
1 <j<m, (vI11.11) 
%7&(O) = %n”, (VIII.12) 
4,(O) = %nl, (VIII.13) 
ou on suppose 
urn0 ---f u. dans V quand m -+ 00, 
urn1 -+ 241 dans H quand m + 00, 
(VIII.14) 
umO(xo) - ho 3 0. (VIII.15) 
Le systeme (VIII.lO)-(VIII.13) a une solution sur tout l’intervalle [0, T] car 
la partie non lineaire est lipschitzienne. On obtient rapidement les estimations 
suivantes 
I hn I L~cm(0.T. 0 G c 
(VIII.16) 
hn 
I I at 
< c, 
Lrnm(0.7m 
1 &T @4m(~o P 4 - ho)- /La(o =)G c, 
I I 
& 
at2 d(o. T; V’) s C(E). 
(VIII.18) 
D’autre part, on sait que wl(xo) # 0; done en integrant de 0 B T l’equation 
(VIII.ll) avecj = 1, on a 
d’oh 
s 
*1 
o ; (G,&, . t) - ho)- dt < C. 
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Le passage A la limite quand m tend vers l’intini est standard; on a l’existence 
d’une solution U, du probkme penalise: 
Si on suppose que le support de v est dans IO, xO[ ou dans ]~a, L[ on obtient 
I u: lL%,T:H-‘(o.~~) 9 c 
I f4 IL%l,T;H-‘(~,L)) d c* 
On passe a la limite quand E tend vers zero, de facon classique. 1 
Dans le cas de l’obstacle mobile, il est plus difficile d’appliquer les mtthodes 
precedentes; elles fonctionnent encore si on suppose la position fixe, et la d&i&e 
seconde de la hauteur bornee. Le resultat est alors le mCme. Si la position n’est 
pas fixe, le probleme est ouvert. 
On peut cependant formuler un probleme variationnel, qui sera agreable si 
on fait des hypotheses supplementaires ur .X(t) et h(t) 
1 - / X(t)1 > r] > 0 et 0 < x(t) <L, 
h’ E L2(0, T). 
vt. (VIII.20) 
(vm.21) 
Soit S = {(x, t)/t E [0, T], x = X(t)}. 
Considerons le probleme variationnel suivant: 
u E K = {v EP(O, T; V) n W@(O, T; H)/u(X(t), t) >, h(t)}, (VIII.22) 
lI!u E Ml(&), (VIII.23) 
* 
a2u 
F+A T; V'), w E w2-> t.q. # Is = 0, (VIII.24) 
(lJu,7.J - 24) >, 
I 
p - u) dx dt, Vv’vK, (VIII.25) 
u@, 0) = u&), (VIII.26) 
g (x, 0) = ul(x). (VIII.27) 
330 MICHELLE SCHATZMAN 
Now montrerons qu’il est equivalent de resoudre ce probleme ou le probltme 
du ThCoreme lter. 
TH~OR&W 16. So&t u,, duns V tel qw 
u1 duns H, etf duns L2( Q). Alors u est solution du problkme variationnel (VIII.22)- 
(VIII.27) si et seulement si u vkrifie 
u(X(t), t) 2 h(t), vt E [O, q, 
q u - f 3 0 au sens des distributions SW Q 
supp( I3 - f) c {(u, q/x = -qt), &w>t 4 = h(t)), 
u(x, 0) = u&>, 
+ (x, 0) = IQ(x). 
(VlTI.28) 
(VIII.29) 
(VIII.30) 
(vrIr.31) 
(VIII.32) 
(VIII.33) 
Dhwnstration. (i) Supposons que u est solution du probleme variationnel 
(VIII.22)-(VIII.27). 0 n remarque d’abord que la condition (VIlT.24) implique 
que, comme 
#(h/at) est continu a valeurs dans H faible. 
Soit une suite t, tendant vers t, telle que 
g (., t,J - v dans H faible. 
Done quel que soit w dans H 
lim n-sa.3 s (g (x, tn) - v(x)) 44 $Xx, tm) dx = 0, 
lim n-Kc 1 ($ (x, t,) 4(x, t”) - $ (x, tw) IcI(x, co)> 44 dx = 0 
d’ou 
v = -$ (., tm) p.p. sur {x/+(x, t,) # 0). 
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Comme cet ensemble est arbitrairement petit 
ZJ = $ (., tm) p.p., 
c’est-a-dire que au/at est continu a valeurs dans H faible, et done (VIII.27) 
a un sens. 
Les proprietes (VIII.28), (VIII.29), (vrrI.32), et (VIII.33) sont immediates 
Si 9 est une fonction test positive ou nulle, ZI = u + q est dans K, done (VIII.25) 
implique 
q u-f 30, 
c’est-a-dire (VIII.30). 
Soit B une boule incluse dans l’ouvert 
ax* t>/x z X(t) ou h(t) < 4w>, t)>. 
Quelle que soit la fonction test p7 a support dans B, on peut trouver un E assez 
petit pour que 
U$CrpEK 
et done 
q u=f dans T/, 
c’est-a-dire (VIII.31). 
(ii) Reciproquement, supposons que u est solution de (VIII.28)-(VIII.33), 
et montrons d’abord que u est dans Lm(O, T; V) n IWffi(O, T, H) par une 
gerkalisation du Lemme 9, qui est t&s proche de I’estimation (I.13) de Bam- 
berger, JaffrC, et Yvon [13]. 
On note comme au paragraphe II 
v(t) = &f(t), t), 
$ bw(t), 41 = ‘Y(t). 
Alors, grace a l’hypothese (VIII.20), g est dans L2(0, T). La fonction w est 
solution de 
et avec l’hypothese (VIII.21) on a deja note au lemme 9 que 
dv 
‘= dt 
- - g EL~(O, T). (VIII.34) 
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Si t > / x - X(O)] il existe un unique 7(x, t) tel que 
t = 7(x, t) + 1 X(7(x, t)) - x I. 
Done 
g (x9 4= -i --&) si X(t) < x < X(0) + t, 
E (x9 t) = 1 + &‘) si X(0) - t < x < X(t). 
Si t est assez petit, plus precisement si 
X(t) - t > 0 si X(t) + t <L, (VIII.35) 
on peut appliquer la relation (11.28) qu’on derive par rapport B x: 
2 (x9 t) = G (x9 t) - 1 _ &) 4+, t)) x(t) < x < X(0) + t, 
g (x9 4 = + (x, t) + 1 + lx@) 4T(X, t)> X(0) - t < x < X(t), 
g (x, t) = Jg (x, t) ailleurs 
d’oti 
(LL 1 g (x, t> I2 dx)li2 <(I / g (x, t) I2 dry2 
+ (j-;;;‘“’ 1 1_ &) z(T(x, t)) 1’ dx)1’2 
I + &) Z(T(X, t)) I2 dr)1’2 (VIII.36) 
Dans la 2eme et la 3eme integrale du 2nd membre de (VIII.36), on fait le 
changement de variable 7(X, t) = 4. Par exemple, t+X(O) s I X(t) 1 _lxjlt, xb(X, t>> I2 dx =Jot 1 +‘)I” 1 _;,(-, du. 
On a des estimations analogues pour au/i%; ainsi (VIII.20) et la relation (VIII.34) 
montrent que 
U ELm(o, 7; v) n ~‘m(o, 7; ff) 
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oh i- = sup{t/X(t) - t > 0, X(t) + t < L}. On peut recommencer l’estimation 
sur un intervalle de temps [T, TJ, et ainsi de suite. La longueur de ces intervalles 
est minor&e par 
min$n:, X(t), ETfiL - X(t)) 
qui est un nombre strictement positif d’apres (VIII.20). La relation (VIII.22) 
est done vraie. 
On prouve la relation (VIII.24) en notant que, si C est le support de 0~ -f, 
et si u est dans K, alors 
(x, q E c 5 V(% t)3 u(x, t). 
Done 
(c!u -f, v - u> = au -f, (v - u) 1 I c> 3 0. 
Les autres conditions sont Cvidemment verifiees. 1 
On peut gCnCraliser le ThCoreme 16 a un probleme sur R, en supposant que 
u,, est dans W(R) et z+ dans L2(R). La demonstration est analogue. 
Si on suppose qu’il y a une quantite au plus denombrable d’obstacles discrets, 
l’hypothese que us est dans H’ impose une condition sur la hauteur de ces 
obstacles. 
Avec des conditions du type (VIII.20), (VIII.21) sur chacun des obstacles, 
on a encore un ThCoreme semblable au Theo&me 16, avec toujours la msme 
demonstration. 
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